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[Y ]k,m 
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� ��! m�
� �����	 �����	
 �� Y � )��
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���� �
��
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�� ������
��% ��
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�� 5��	��&�� ���
��
� l ��
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�������	
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 �� X !����
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�		�� ����
�	� ���� ������ !���� ��	
��	� N ������������� �� ������ 
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�� ���		�� ������� �����	�� '"�6( ���
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 �� �������
�
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3�
 cm = [cm(0), . . . , cm(N − 1)]T �� 
�� ����
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0, . . . , Pm − 1} �	
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Pm 
�	�
�� 
�� 	����� �� 	�	�1��� ����
� �	 
�� m�
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 sm = [sm(−Ng), sm(−Ng +1) . . . , sm(N−1)] 
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�	� Ng '≥ L − 1( ������ ����%
�������� ���	� Sm �� 
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���	�	� ���	�� ��
��% �� ��1� N × L
��� 
�� m�
� 
��	���
 �	
�		� !�
� �����	
� ����	 �� [Sm]k,l =
sm(k − l) ��� k ∈ {0, . . . , N − 1} �	
 l ∈ {0, . . . , L − 1}� 3�

h(k,l) 
�	�
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�� ��	�
��L ������������
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�		� �����

)�
�� ������	� 
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r = [INr ⊗ (Γ(v)S)] h + w ',(

where r =
h

rT
0 , . . . , rT

Nr−1

iT

'.(

Γ(v) = diag{1, ej2πv/N , . . . , ej2π(N−1)v/N} '/(

S = [S0, . . . , SNt−1] '0(

h =
h

hT
(0,0), h

T
(1,0), . . . , h

T
(Nt−1,Nr−1)

iT

'7(

w = [wT
0 , wT

1 , . . . , wT
Nr−1]

T . '2(
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�� v ��

v̂ = arg
ṽ

max{g(ṽ)} ���

where g(ṽ) = rH
“

INr ⊗ Γ(ṽ)BΓH(ṽ)
”

r ���

B = S(SHS)−1SH . �	�


� �� �

�� ��� ��� ��������� ���� ��� �� �
�� �������� ���
��������� ��� ��������� �� �� �� !� ��� ����

g(ṽ) = rH
“

INr ⊗ Γ(ṽ)B2Γ
H(ṽ)

”

r �"#�

where B2 = F̃
∗
P F̃

T

P �""�

F̃ P = [f t0(0), . . . , f t0(P0−1), f t1(0), . . . , f t1(P1−1),

f tNt−1(0), . . . , f tNt−1(PNt−1−1)]. �"$�

�� ��� ��� �	�
����
 ���	
	����� ����
�
��

� �
�� 	�	���	

%�� ��� ���������� &��������&� &��'����� ��� �
�� ������� &��
!� �����' ������� �� ��� &��'����� ��� (
(� ������� �)� �� �������*
+
� ��� �!���&� �� ������ ����� �� ���� ��� ṽ ���� ��,���-�� ���
���������� �����& g(ṽ) ��' �� �� �� ṽ = v ��� ��� h 
= 0./ 0�1��

G(Δ) = g(v) − g(ṽ) �"��

����� Δ = v − ṽ ��' ��� ����� �� Δ �� (v − N/2, v + N/2).
%��� ��� &��������&� &��'����� �����' �!� � &�� !� �,
�����' ��*

G(Δ) = 0 if and only if Δ = 0, ∀h 
= 0. �")�

��� ��� �23� ��!��������� ��� ���� �"��� �� �!����

G(Δ) = hH
h

INr ⊗
“

SH
“

IN − ΓH(Δ)BΓ(Δ)
”

S
”i

h.

�"4�
5� ��������  ���� '�&��
�������� �� �� � S 6 UΣSV H �����

U6[u0� u1� . . .� uN−1] ��' V ��� ��� ������� �����&�� &���������

��� �����7 �&���� �� SSH � ���
�&�� ���. ΣS �� ��� N × NtL
'������� �����, ���� ���7��&������� ��������  ����� �� S. 8���
�� ������ N ≥ NtL ��' S �� � ����7���9 �����,� �.�. rank(S) =
NtL� ���&� �� ��� '��1&��� �� ������� �� ��� �������� ��:���&� ��
'������' �

��
�������. ;��� ���� ��� ���� ���9 &��'����� ��� S ��
��:����' ��� �'����1�!����� �� ��� <���� �23 �� ��� ��' �
=. %���
�� &�� �,
���� �	� ��

B = UΣS

“

ΣS
HΣS

”−1

ΣS
HUH = UΣBUH

�">�

where ΣB = diag{1T
NtL,0T

N−NtL}. �"��

(�!��������� �">� ���� �"4�� �� �!����

G(Δ) = zH(Δ)z(Δ) �"��

z(Δ) =
h

INr ⊗
“

(I − ΣB ) UHΓ(Δ)UΣSV H
”i

h. �"	�

%� ������� ��� &��������&� &��'����� �� �")�� �� ��:���� ����
z(Δ) = 0NNr ���� �� Δ = 0 ��� ��� |ṽ| < N/2. 
� �����
���'�� �� ���' z 
= 0NNr ��� ��� |v̂| < N/2 �,&�
� v̂ = v. 5�
����� �"	�� ���� &��'����� &�� !� �&��� �' ��� ��� h 
= 0NrNtL

�� INr ⊗ `(I − ΣB ) UHΓ(Δ)UΣSV H
´

�� � ����7���9 �����,.
%���� ��� &��������&� &��'����� &�� !� �&��� �' ��� ��� h 
= 0 ��
��� ��������� ��&������ ��' ���1&���� &��'����� �� �����1�'*

rank
“

INr ⊗
“

(I − ΣB ) UHΓ(Δ)UΣSV H
””

= NrNtL,

∀Δ 
= 0.
�$#�

5� ����� �"��� �������� ���� rank(S) = NtL� �������� ���� � ���
��������7��&�� � ������� 
��� ��� ��� ���� �
= ������ L� �� �!����
���� �$#� � ���1&���� &��'����� ��� &��������&� ��

rank(S) = NtL & rank
“

UH
2 Γ(Δ)U 1

”

= NtL, ∀Δ 
= 0

�$"�

where U 1 = [u0, u1, . . . , uNtL−1] �$$�

U 2 = [uNtL, uNtL+1, . . . , uN−1] . �$��

(��������� �� �!���� ��� ��������� ���1&���� &��'����� ��� ���
&��������&� �� ��� ��� ��������� �� ���*

rank

  

Nt−1
X

m=0

(IN − ΣCm)

!

FΓ(Δ)F̃
H

C(INt ⊗ F L)

!

= NtL.

�$)�

where F L = [f 0, f 1, . . . , fL−1] �$4�

F̃ = 1Nt ⊗ F �$>�

Cm = diag{cm} �$��

C = diag{C0, . . . , CNt−1} �$��

ΣCm = Cm(CH
mCm)−1CH

m. �$	�

ΣC = C(CHC)−1CH . ��#�

�� �
���	�� ���	
	���� �
��� ��	
��	

���� ��� ���������� ����� ������ ���������

0����� ��� ����� �� ��� ���7-��� 
���� ����� ��'�&�� � �� Nt

�������� �������� !� {t(k) : k = 0, . . . , P −1} =
SNt−1

m=0 {tm(k) :
k = 0, . . . , Pm − 1}� ��' ��� �������&���� �� ��� ���� 
���� �����
��'�&�� � �� Nt �������� �������� !� {n(k) : k = 0, . . . , N −P −
1} =

TNt−1
m=0 {nm(k) : k = 0, . . . , N−Pm−1}� ���
�&�� ���. ;���

���� {t(k) : k = 0, . . . , P −1}S{n(k) : k = 0, . . . , N−P −1} =
{0, . . . , N − 1}. 0�1��

t(l)(k) = (t(k) + l) mod N, l ∈ {0, 1, 2, . . . , N − 1} ��"�

X =
n

t(l)(k) : k = 0, . . . , P − 1
o

\

{n(k) : k = 0, . . . ,

N − P − 1} ��$�

Z =
ˆ

IP ,0P×(N−P )

˜

����

Θ = [et(0), et(1), . . . , et(P−1), en(0), en(1) . . . , en(N−P−1)]
��)�

D = ZΘT [C0F L, C1F L, . . . , CNt−1F L] ��4�

%���� ��� � �
�� ��0� ������ ���� Nt �������� ��������
��' ������7L �
=  �&���� �� ��� ��������7��&�� � ������� 
����� �
���1&���� 
���� '����� &��'����� ��� ��� &��������&� �� ��� �23 ��
&��
����' �� ��� ��������� ��� 
����*

?��� ". %�� '����� &��'����� �� &����� ��� ��&������ �� ���
&��������� 
����� � �� ��� �������� ��������* +(N − P ) ≥ P �
P > NtL� rank(S) = NtL� ��� ��	 ��� 
�
��
�
������� ��
���
�
l ∈ {1, 2, . . . , N − 1} ��	 ��� ���� 	���� ��� �
��������� �	
l ∈ {−�Ω/2� , . . . , −1, 1, . . . , �Ω/2� − 1} �Ω ≤ N � ��	 ���
������� 	���� ��� �
��������� ��� 
�	�������� �� ��� 
�� X ������
�� ���� �
 �����
 ��	��	 ���� �	 ����� �� NtL./

?��� $. %�� '����� &��'����� �� ������� ��� ��&������ ��'  �����
�� ��� 
����� �� ��&� �������� �������* +DK �
 �����
 � �����	���
���	��� � � rank(DK) = NtL� ����� DK '������ ��� �����,
�����' !� ��� K �NtL ≤ K ≤ P � ���� �� D �� ��4�./


� !��� �� ��� �!� � &��'������ ��� �����1�'� ��� '������' 
�����
��� ���������' �� !� &���������. %�� 
���� �� ������' '�� �� �
�&�
����������.
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��� c ������ ��� ���	��
N ��
����� �
���� ������ ����� 
��
���
�� ���
���� �
��� ����� ��� ���� ����� ��� ��� ���� �� {t(k) : k =
0, . . . , P − 1} ��� {n(k) : k = 0, . . . , N − P − 1}� �������
�����
����� P 
� ��� ������ �� ���
���� �
��� ����� �� c� ���� ���
�����
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